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Esercizi su sistemi continui unidimensionali

Nota 1: per la teoria relativa ai sequenti esercizi ci si riferisce al sequente

testo: Picasso “Lezioni di Meccanica Quantistica”, edizioni ETS, §8 e 9.
Nota 2: sebbene l'oscillatore armonico sia un sistema tipicamente unidi-

mensionale, per la sua peculiarita esso verra trattato in separata sede.

1) Scrivere gli autostati della particella libera
Si intende per particella libera una particella sottoposta ad un potenziale
nullo (o costante) e la cui funzione d’onda ¢ definita su tutto R?. L’equazione
di Schrodinger sara
n d*y

—%W:Ewéw”%—kgw:O (1)

con k? = 2mE/h*. Come & facile vedere, non esistono autofunzioni limitate
non banali (¢ # 0) per ¢ — +oo se £ < 0. Per £ > 0 le autofunzioni sono
Yr(q) = €. Queste sono autofunzioni improprie dell’impulso, nel senso che
non sono di classe L*(R), pero soddisfano la condizione di normalizzazione

[ dav, (araa) o< ok — ) @

— o0

2) Calcolare la corrente di probabilita (si veda ’appendice A)
per le autofunzioni dell’esercizio precedente

Siha h d d hk
- L thkq ~ —ikq _ ,—ikq  _ikq | _ "V 3
J 2m <6 dqe ¢ dqe ) m )

Ne consegue che se k > 0 (k < 0) la funzione d’onda ¢ (q) puo essere inter-
pretata come una particella che si muove nella direzione positiva (negativa)
dell’asse delle q.

3) Calcolare autovalori ed autostati per una particella in un poz-
zo di potenziale (detto anche potential box), ovvero per una par-
ticella confinata nell’intervallo ¢ € [—a, +a] (a > 0) con le condizioni
al contorno ¢ (a) = ¢(—a) = 0.
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Figura 1: Autofunzioni per il pozzo di potenziale

L’equazione di Schrddinger da risolvere sara simile alla (1) ma con le
condizioni al contorno precedenti. La soluzione generale puo essere scritta

nella forma
¥(q) = Acoskq + Bsinkq (4)

Imponendo le condizioni al contorno

Y(a) = Acoska+ Bsinka =0
(—a) = Acoska— Bsinka =0 (5)

si ha che il sistema precedente ammette soluzioni non banali (1 # 0 solo se
si annulla il determinante dei coefficienti

coska sinka

coska —sinka | 0 = sin2ka =0

Questa equazione ha soluzioni per

o n2n2h? (©)
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conn €N en # 0 (per n = 0 si ha solo la soluzione banale come ¢ facile
verificare). Sostituendo nel sistema (5) ¢ facile mostrare che le soluzioni sono
le seguenti

nmq

Ccos 5t n dispari
Csin gl n pari

o) = { @

La costante C' puo essere determinata imponendo la condizione di nor-

malizzazione 1

[ dgior=1=0=—

Si noti che la costante C' & determinata a meno di una fase arbitraria. Per
semplicita C' viene scelta in modo che le autofunzioni siano reali.

Si lascia come esercizio allo studente verificare che i) le autofunzioni re-
lative ad autovalori distinti sono tra loro ortogonali; ii) sono validi i teoremi
di non degenerazione e di oscillazione.

4) Mostrare che se nell’equazione di Schrédinger

W2 dPY(q)
2m  dg?

+ V(g)¥(q) = Ev(q) (8)

il potenziale & una funzione pari di ¢ [cioé V(q) = V(—q)], si ha che
le autofunzioni proprie (reali) hanno una parita definita.
Infatti, tramite la sostituzione ¢ — —q si ottiene

1 d*y(—q)

“om g TV @v(=a) = Ev(=q) (9)

Ne consegue che ¢)(—¢) ¢ ancora soluzione dell’equazione (8) e quindi per il il
teorema di non degenerazione per le autofunzioni proprie deve essere ¥(—q) =
C(q) con C costante reale. Imponendo la condizione di normalizzazione

1= [W@da = [ 2 (—q)da "= C* [ W) (10)
si ottiene C? = 1, cioe C = 41 e quindi ¢¥(—q) = +(q), c.v.d. Questo

teorema e molto utile in quanto permette di selezionare a priori le soluzioni
con parita definita, se il potenziale & pari.




5) Determinare autovalori ed autostati propri per la buca di
potenziale (ovvero per un potenziale definito come V(q) = Vj[l —
(q)], Vo > 0).

Questo problema é trattato sul Picasso nel §8.2, pag. 133 e seqq., pertanto
non verra qui ripetuto.

6) Mostrare che nel caso dell’esercizio precedente quando V; —
oo le autofunzioni ed autovalori tendono a quelle dell’esercizio 2.
Questa prova e lasciata per esercizio allo studente.

7) Determinare la funzione d’onda per una particella sottoposta
ad un potenziale del tipo V(q) =V, > 0 se 0 < g < a e 0 altrimenti).

Questo problema ¢ trattato sul Picasso nel §8.3, pag. 138 e seqq., pertanto
non verra qui ripetuto.

8) Mostrare che se in un punto ¢, il potenziale puo scriversi
nella forma V(q) = Vi(¢) + Wd(q — qo) con V(q) funzione limitata in
un intorno di ¢y (potenziale deltiforme) allora la funzione d’onda &
continua in ¢y mentre la sua derivata no.

Infatti, si consideri I'equazione di Schrodinger in un intorno di g

*Y(q) _ 2m
dg? R

[Vi(q) + Wé(q — q) — E]¥(q) (11)

Integrando ambo i membri della (11) in un intorno sufficientemene stretto di
Qo Si ha
dip(q)

dq

di(q)

B 2m /40+6 2m
dq

=77 dq [Vi(q) = E)¢(q) + S We(qo) (12)

2
go—e€ qo—¢ h

qo+e

dove si e sfruttata la proprieta della funzione &

/dqf(q)5(q —q) = f(q)

Poiché la V; e limitata in un intorno di gy (cosi come la 1), per ¢ — 0
I'integrale al secondo membro si annulla, per cui

2m

B2 WWQO) (13)

V(gy) — ' (qp) =



La derivata della ¢ ha pertanto una discontinuita di prima specie nel punto
qo- Ne consegue che la funzione d’onda ¢ continua in ¢ = qq

9) Trovare autovalori e autostati propri per un potenziale del
tipo V(¢) = —Wd(q) con W > 0.

Questo problema e equivalente al caso della buca di potenziale in cui
a— 0elVy— oo con W = al costante. Tuttavia, utilizzando il risultato
dell’esercizio precedente e semplice risolvere direttamente il problema. Le so-

luzioni proprie si hanno per E' < 0, per cui posto k = \/2m|E|/h 'equazione
da risolvere sara

V' =k =0 (14)

per g # 0. Le soluzioni non divergenti saranno

(g) = C_et™, ¢<0
¢(q) = C+e_kq7 q > 0

Poiché la 1) deve essere continua in ¢ = 0 deve essere C_ = C', = C. Inoltre,

V'(q) = +kCe™ ¢<0
W(g) = —kCe™, ¢>0

per cui ¢'(0F) = £kC. Usando la (13) si ha quindi

oImW 2
ok =W oWy W
h h

La costante C si trova tramite la condizione di normalizzazione

+

/ Oodq02e_2k|q| =1=C=vk

In definitiva esiste un solo stato legato con energia Fjy la cui funzione d’onda

¢ data da
%74 W
o) =" o (-1 (19

10) Calcolare i coefficienti di trasmissione e riflessione per un
potenziale deltiforme del tipo V(¢) = Wd(¢q) con W > 0.
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Poiché le uniche soluzioni si hanno per £ > 0 anche in questo caso posto
k = v2mE /h 'equazione da risolvere sara

V' + k=0 (16)
Operando come nel caso dell’esercizio 7, si ponga

U(q) = ey A g <0
W(q) = Be ™, ¢>0

Utilizzando la condizione di continuita in ¢ = 0 e la (13) si ottiene

1+A = B
2
—ik(B—1+A) = W;QWB

ovvero, dopo qualche semplice calcolo

m2Ww2\ ! mWw2\ !
T:|B|2:<1+h4k2> =<1+h2E> (17)

ed ovviamente R = |A]*? =1—T.

11) I valore di aspettazione della coordinata della particella &
definita come il centroide della distribuzione di probabilita

() = /:)O dql(q,t)’q = /;OO dqyp* (q,t)q(q, t) (18)

Mostrare che se la 1¢(¢q) € una fuzione a quadrato sommabile e
soddisfa I’equazione di Schrodinger, si ha

w0 [t (51 vtann) (19

—0o0

Dall’equazione (A10) dell’appendice A si ottiene

0 O

dt —o0 ot

too  §j(q,t
= -m Lm dq]éqq>q (20)
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dove 5 5
= Y 21
=g (V5 -3 21)
Perché [¢|? sia a quadrato sommabile su R, 1(q) deve tendere almeno come
1/q per ¢ — oo . Ne consegue che j(q) tende almeno come 1/¢ e quindi
lim, .« qj(q) = 0. Integrando per parti si ha quindi

d{q)
%)

m—- = m/_ dqg(q,t
2
_ @<WI_w>

- WH%W o2 [Taw ]

Poiché per ¢ — oo [1(q)]* — 0 si ha

+oo +oo h Oy
———h/ d f_/ g2 2P 23
o q* ey 9 (23)
cioé l'asserto. L’operatore
. ho (24)
P=5 dq
e interpretato come [’operatore quantita di moto, per cui la (19) si puo scrivere
come 2(0)
q
— = 25
m ;) (25)

dove si definisce valore di aspettazione di un operatore O come

(©) = [ day (4.000(0.1 (26)

Si lascia come esercizio allo studente dimostrare che 'operatore p ¢ hermi-
tiano (sugg.: tramite una integrazione per parti si mostri che (¢, pihy) =

(PY1, ¥2)).




12) Si mostri che se ¢(k,t) & la trasformata di Fourier della
funzione (¢, t) si ha

“+oo

() = [ kb (e, )RRk, ) (27)

—00

La trasformata di Fourier della funzione (g, t) ¢ la seguente

~ +o0
00 = = [ davlge™ (28)
Questa equazione puo essere invertita
+oo 1kq
vi) = = [ v (29)
inoltre " d@b .
Z, dq —27r / Vo (k) etk (30)
Sostituendo nella (19) si ha
1 +o00 400 ik 400 1T N k!
W) = 5 [ da [ dkd e [T AR b))

- /f k™ (k) /_+ dk'w(k’)(hk;');ﬂ /_+°°dqei<k’—k>q

— [ ;OO k™ (k) [ zo KDY (RK)5 (k — &)

= [Tk ok (31)

La funzione

2E(p/h) oo dp  m
_= prng —€
Up(p) NG o T ¥(q)
¢ definita come funzione d’onda nello spazio degli impulsi. Con questa posi-
zione

(32)

+oo “+o0o
W)= [ doployp 0 [ dpy(p.py (0.1 (33)
e I'operatore p puo scriversi come
PYp(p) = p - Yp(p) (34)
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13) Trovare le autofunzioni dell’operatore impulso
L’equazione agli autovalori

plo(a) = —’iﬁ;;fp(q) — pfy(0) (35)

(attenzione a non confondere I'operatore p con il suo autovalore p). Questa
equazione ha come soluzione

folq) = CeP/P (36)

La costante C' viene scelta in modo che le f,(¢) siano funzioni ortogonali in
Senso improprio, ovvero

+o0o
| dafn(@fin(@) = 3(p1 = p2) (37)
Utilizzando la rappresentazione di Fourier della delta e facile vedere che, a
meno di una fase inessenziale

1
\V2mh

Si vede che tramite I'identificazione p = hk le autofunzioni dell’impulso coin-
cidono con quelle dell’esercizio 1. Cio non deve sorprendere in quanto 1’Ha-
miltoniana della particella libera commuta con 1'operatore impulso e quindi
i due operatori ammettono un sistema di autofunzioni comuni.

Si noti come la (32) si puo scrivere come

O:

(38)

)= [ dof @) = Gy ) (39)

ovvero la 1,(p) ¢ la proiezione della funzione d’onda sulle autofunzioni degli
impulsi. Ne consegue che essa ha Uinterpretazione seguente: |1,(p)|*dp & la
probabilita che la particella abbia un impulso compreso tra p e p + dp.

14) Detto ¢ l’operatore coordinata definito come

@(q) = q-v(q) (40)

10



1. Mostrare che ¢ € hermitiano.
2. Trovare le autofunzioni di ¢

3. Mostrare che nella rappresentazione degli impulsi
. , 0
qUp(p) = Zﬁa*p%(p) (41)

1. La dimostrazione e banale ed e lasciata per esercizio.

2. Detta f,(q) autofunzione di ¢ relativa all’autovalore x, deve essere
Gf:(q) = xf.(q). D’altronde, per la definizione di § sara anche ¢ f,(q) =
qfz(q). Ne consegue che (z — ¢)f.(q) = 0. L’unica funzione non nulla
che ha la proprieta zf(z) = 0,Vz € R ¢ la delta di Dirac, per cui

felq) = 6(q — x) = fo(x) (42)

Si vede allora che qualunque funzione d’onda v (g) puo essere scritta
formalmente come

0o = [ dufi (@)@ = Sy 0) (13)

ovvero la 1(q) € la proiezione della funzione d’onda sulle autofunzioni
delle coordinate.

3. Utilizzando le proprieta della trasformata di Fourier, si lascia per eser-
cizio dimostrare che

= [ vty (1055 ) 0 (41

da cui discende 1’asserto.

Si noti che in base ai risultati precedenti, & possibile definire uno stato |t)
indipendentemente dalla rappresentazione scelta. Le funzioni d’onda nello
spazio delle coordinate o degli impulsi saranno semplicemente la proiezione
della |¢) sugli autostati dell’operatore ¢ o p rispettivamente

V() = (qv) (45)
Yp(p) = (PlY) (46)
(47)

11



con

dlg) = dqlg), (alg = q(q| (48)
plp) = plp), (plp = P (49)
(dld) = d(¢—4q) (50)

(plp") S(p—1p') (51)

_ * 1 ipq/

(glp) = (plg) = 5t " (52)
(qlqlvy = qv(q) (53)
(alple) = —z’h;qwq) (54)
(lplY) = pvu(p) (55)

. L 0
(plalv) = Zhafp%(Q) (56)

Per esempio formalmente si ha
+00
—0o0

o) = wl) = 0 ([ daatal) 1) = [ damee i) (57)

15) Mostrare che [§,p| = ¢p — pg = ih
Questa prova e lasciata per esercizio allo studente.

16) Mostrare che se si definisce

Ag = {») —(9)?
Ap = /(p?) — (p)?
(58)

dove per (---) si intende il valore di aspettazione su di uno stato
proprio (reale) vale il principio di indeterminazione di Heisenberg

h
IVIVES (59)
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La prova ¢ lasciata per esercizio allo studente rifacendosi all’analogo
principio relativo alle trasformate di Fourier.

17) Una particella & caratterizzata dalla seguente funzione d’on-
da .
U(q) = Neldlemha (60)

1. Calcolare N affinché la funzione sia normalizzata

2. fare un grafico delle funzioni del modulo quadro e della parte
reale e immaginaria della v (q).

3. calcolare la probabilita che la particella si trovi nell’intervallo
0 < g <L e nel semiasse ¢ > 0

4. calcolare (q) e {¢?).
5. calcolare (p) e (p?).
6. mostrare che vale il principio di indeterminazione.

7. calcolare la ¢,(p)

1. Poiché deve essere [*2°dg|w(q)|> = 1 si ha

+o0 +oo
1= [ Cdau(@? = N[ " dge
+
= N[ dgen
0
_saq N2 [tec N?
vZea dye™ = — (61)
a Jo «
da cui si ricava N = /a.
2. Si veda la figura 2.
3. Si ha
L
PO0<q<L) = /0 dglv(q)]”
L
= dge 21
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a=1, k=10

1+ IIY(x)I'\Z
Re[Y(x)]
Im[Y(x]

Figura 2: [¢[?, R[Y] e S[y)]

—9%. 1 2aL
y=20d 5/0 dye™Y

1

= 3 (1—e7") (62)
Plg>0)= lm PO<q<I)=g (63)
4. Si ha:
+oo
(@) = L _ v (9)a¥(q)
+oo
= a/_ dgge™2d = ¢ (64)

poiché ¢ ¢ una funzione dispari mentre e~2*19 una funzione pari. Ana-
logamente

() = /_ ;Oodqu*(q)qZ@/f(q)

14



+oo
= 2 / dqq2e_20‘q
0
y=20¢ 1 / e o 1
= — d V= _—— 65
402 Jo vy e 202 (65)

dove si ¢ sfruttata la proprieta [, dyy"e™¥ = I'(n + 1) = n! per n
intero.

. Si ha

b= [T (o) o (66)

d’altronde si ha
?;5 = Vaexp(ikq — alq|) (Zk - 04%'3')
= Vaexp(ikg — alq]) [ik — a(9(q) — 9(—q))] (67)

dove la funzione di Heavyside 9(q) ¢ definita come ¥(g) =0se ¢ <0e
Y¥(q) = 1 se ¢ > 0. Sostituendo in (66) si ha

v = [ gk a(9(g) — 9(-g))] e
= hla [ [ Ooo(ik +a)e’ + /0 - a)e—%q]
= Z?ik = hk (68)
Analogamente
(") = /_ ;OO dq(q) (?(%)21#(61) (69)

Dalla equazione (67) si ottiene

22;20 = Va {~208(g) + [ik — a(9(q) — (=) } exp(ikq — alq]) (70)

dove si e utilizzata la relazione

d(g) _  99(—q)

ool = =5 = d(a) ()




Ne deriva che
*) = -h'a /_+: dg {~206(q) + [ik — a(0(g) — (~q))]*} el

0
= 2h%a® — hla [/

—00

+o00
(ik + a)?e®*? + /0 (ik — a)ZeQ‘lq}
2
= 21%° — Z ik + a)? + (ik — a)?]

= R*(k* +a?) (72)
6. Si ha
Ag — 2 ;1
q = (¢*) —(q)? = @
Ap = {p?) = (p)?=ha
= AgAp = \j% > Z (73)
c.v.d.

7. Poiché la trasformata di Fourier della funzione

flg) = el (74)

~ 2 a
f(z) = \/;a2+22 (75)

si ha, utilizzando la proprieta di shift della trasformata di Fourier

_ P(p/h) 2h {1+ (p/ﬁ+k>2

vale

Vp(p) = N - (76)

18) Calcolare Aq e Ap per il pozzo di potenziale e mostrare che
vale il principio di indeterminazione.

A causa della simmetria delle funzioni d’onda (7) ¢ facile mostrare che
(¢) =0 e (p) =0 per cui A¢* = (¢*) e Ap? = (p?). Si ha

<p2> =2m <p2> =2mkE, = <7T'27171>2 (77)

2m a
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Il calcolo di (¢?) ¢ diretto

+a
(®) = / —QQQCOSQ <n7rq) n=123,>5...
—a a 2a

tadq o . n7rq>

2 2 . 92
= —q sin“ | — | n=2,4,6... 78
() [a a 4 ( 2a (78)
II calcolo € elementare ed ¢ lasciato come esercizio allo studente. Il risultato
e, per entrambi i casi

@) =% (1— 0 ) (79)

n2m2

B[22
AgAp > 5\/71; -2 (80)

Si verifica facilmente che la quantita sotto radice ¢ sempre maggiore di 1.

Ne consegue che

19) Sia ¢(q,0) la funzione d’onda di una particella libera al tempo
t = 0. Trovare ’espressione generale per la funzione d’onda al
tempo ¢t > 0.

L’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo, nella rappresentazione
degli impulsi vale

p2

0

la quale ha come semplice soluzione

2

P
Up(p,t) = exp (—Eth

) 5y(p,0) (2)

Tornando alla rappresentazione delle coordinate (ovvero facendo l'antitra-
sformata di Fourier di ambo i membri) si ha

+oo dp ;
Y(g,t) = . ﬁem/h%(p,t)
+o00 dp p24 400 dq'

ipq/hefzm

—c0 \/27T7”l€ —o0o V/27h
2

= [Tage.0) [T g |l il -y

™M (q, 0)

Gl 00,0) (53)

17



Usando la formula per il calcolo degli integrali gausssiani si ha che la funzione
G vale

+oo (] ] zt ]
Gl = [ e i i

2
B A L
= Vi P (Z 2ht> (84)

La funzione G viene chiamata funzione di Green (o propagatore) e corri-
sponde alla soluzione dell’equazione di Schrédinger con la condizione iniziale

¥(q,0) = d(q).
Si noti che il calcolo precedente poteva essere eseguito anche utilizzando
il formalismo della Meccanica Quantistica come segue:

vig,t) = (glv(D)
<q|efth/h’w<O)>
+oo A
- /_oo dq' {qle”"""|¢) (¢ |v(0))

+oo o~
= [ ddlale™™ M)l 0) (85)
dove si e sfruttata la proprieta di completezza [dq'|¢'){¢'| = 1. Inoltre

utilizzando anche la proprieta di completezza per gli stati |p) si ottiene
N +o0 o~
(e ™My = [ dplale ) (pld')
oo Pt /
— do | —
[m p ( in = | alp)(pld)

2mh
= G(g—d,1) (86)

20) Si supponga che a t = 0 la funzione d’onda (normalizzata)
di una particella libera sia un pacchetto d’onda gaussiano data da

1 _d
'Qb(q, 0) = We 409 Bqu (87)

18



1. Trovare come evolve la funzione d’onda v(q,t) e la densita di
probabilita |¢(q, t)]?.

2. Calcolare la ¢,(p,t) e la |, (p, t)|?.

3. Calcolare Ag(t) e Ap(t) e mostrare che vale il principio di
indeterminazione.

1. Utilizzando il risultato dell’esercizio precedente si ha

+oo m 1 m(g—q)2 _ 4'? ika’
b :/ dd’' YT omt dog Ttha
viat) oo N it (27r)1/4\/<706 ’ (88)

Dopo qualche calcolo (lasciato per esercizio allo studente) si ottiene,
utilizzando la formula per gli integrali gaussiani

1 (¢ —vt)® ik(q—vt
U(g,t) = — exp |— | M (89)
(2m)1/4y oo + St 4 (05 + %)
con v = hk/m. E’ facile vedere allora che'
1 _ (g=wt)?
(g, )] = = 70 (90)

270 (t)

o(t) = 00$ 1y (227;(%)2 (91)

Ne consegue che I’evoluzione di un pacchetto d’onda gaussiano € ancora
gaussiano, il cui centroide si muove con legge (q) = vt (dimostrare) ma
la cui deviazione standard aumenta nel tempo.

con

2. Si comincia col calcolare la 1,(p, 0)

(5

1 +oo
0) = / d
¥p(p,0) (2m)V/4\/2mhog /- pe

1 20’0 _ﬁ( —hk)2
= @l e ®
™
1s

¢ possibile visualizzare Devoluzione della |1(q,t)|> al seguente URL:
http://it.youtube.com/watch?v=Pq H2iWBSM&NR=1
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Usando la (82) si ottiene quindi

1 2 5 ’t
Ulpt) = G| O [—;g@—nmu?; h] (93)

3. Poiché (¢) = vt e (p) = hk si ha

B2 = [ dalola, O g e1)?

(ap)? = [

“+00

bl (v, 00 — 1k (95)

Il calcolo & semplice usando la proprieta?

+oo
/ dye_y2y2 = \/j (96)

— 00

Dopo qualche semplice calcolo si ottiene

Aq(t) = o(t)
Ap(t) = 2Zo
Aa(®)Aplt) — NH(%TU@) > ! (07)

Sinota come I'indeterminazione sulla coordinata cresce nel tempo (si ha
lo “sparpagliamento” della funzione d’onda), mentre quella sull’impulso
rimane costante.

2Infatti

o0 R o0 5
/ dyefy y2 — _i / dyefay 0 m
oo oo J_o

= 1\/7? =32

a=1 2 a=1

B oo \ «
a=1
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21) Mostrare che se la funzione d’onda di una particella soddisfa
I’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo

L O00(at) B 0*(gt)

ot 2m  O¢? + V(g)v(g, t) (98)

con V(q) funzione di classe C*, il valore di aspettazione di ¢ segue
approssimativamente una traiettoria classica
Derivando rispetto al tempo entrambi i membri dell’equazione (19) si ha

d*(q) _hopree  [OY*Op
/ a [8758(]

8 o

v oY) (99

m =
a2 i) M

Utilizzando I'equazione (98) e la sua complessa coniugata, si ottiene

(q) +oo B2y L\
mp [m da\ =52 TV ) 5y

too () h? 9%
-/ d aq(‘maqﬁW)

h? /+oo (a?w*aw L0 a%p)

2m J—oo dq 0q*> 0q 0q 0¢?
+oo o, O e,
+ [ dg (w Vgl v aqw) (100)

Per mezzo di una doppia integrazione per parti ¢ possibile mostrare che il
primo integrale si annulla. Sviluppando il secondo si ottiene

d*(q) B +o0 LoV oV
m—dt=— [ " dgu Gl =" <aq> (101)

Sviluppando V'(g¢) in serie di Taylor intorno al punto ¢ = (g) poiché (¢—(q)) =
0 si ottiene

T = O ) - o) BaP (o)

Come si vede, nel limite Ag — 0, il baricentro della funzione d’onda si muo-
ve esattamente sulla traiettoria classica. Cio giustifica perché la meccanica
classica e valida quando le incertezze quantistiche sono trascurabili.
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22) Mostrare che l'operatore exp(iap/h) opera delle traslazioni
nello spazio delle coordinate.
Operando direttamente nello spazio delle coordinate si ha

expliap/h)v(a) = exp (;) b()
= Z

= n! g
= @/J(q+a) (103)
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Esercizi sull’oscillatore armonico

Nota: Un oscillatore armonico ¢ definito dall’hamiltoniano:

~0 2 79
” p mw=q
H=—

2m+ 2

con [§,p|] = th. Per la teoria relativa all’oscillatore armonico ci si riferisce
al sequente testo: Picasso “Lezioni di Meccanica Quantistica”, edizioni ETS,

§5.

1) Si trovino gli autostati di un oscillatore armonico nella rap-
presentazione delle coordinate.

Lo stato fondamentale dell’oscillatore armonico ¢ definito da 7|0) = 0.
Usando la definizione di 7 si ha, nella rappresentazione delle coordinate si ha

1 1 d
—(p — 1mwq)|0) = ——= | —th— — imw =0 (104
e im0} = o (<infl i) ala) =0 (100
Questa equazione si integra banalmente per separazione delle variabili, for-
nendo il risultato (normalizzato):

1/4 mewa? 1/4
o(q) = (mw> e~ = <mw> e—6%/2 (105)
mh mh
con £ = \/mw/hq. L’autostato corrispondente all’autovalore E, = (n +

1/2)hw si trova utilizzando 1'operatore di salita

1
_ Atyn
n) = 0 106
L’operatore #' puo scriversi come
N _L i _ — _L 52/2i —£2/2 107
! V2 (df §> N (107)

come ¢ facile verificare. Allora
(—i)" 2y d 2\
A G
(_i)n <W) i 6_52/2652£6_52
on/2\/p) \ Th dgm

—)" fmw\Yt
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dove ¢ stata usata la formula di Rodriguez per i polinomi di Hermite.

2) Trovare autovalori ed autostati del seguente Hamiltoniano

~D 222

» P mw-q A

H=— F 109
o T+t F (109)

dove F' e una forza costante.
Il problema si risolve per mezzo di una opportuna traslazione U, =
exp(iap/h) con a costante da determinare. Infatti

H' = U,HUT = elob/hpe=ion/h (110)
Per effettuare il calcolo si utilizza la seguente relazione, la cui dimostrazione
e effettuata in appendice B:

21![64 (6, ] + [, [&, 6 B + - - (111)

e = B+ [a, B +

Usando la proprieta [, p| = ih si ottiene
Uaﬁﬁg = ﬁ

a

UagU = q+<[pdl=q+a (112)
poiché la serie si tronca al secondo termine. Si ha allora:
- 1 [(UpUN(U,pUT R .
Ho= WabUDWWabUs) | 207,60 (0uG01) | + PO
m
~2 252 2 2
p? mwg 5  mw?a
= — —F —F 11
2m+ 5 + (mwa )G + 5 a (113)

Scegliendo a = F/mw? & possibile eliminare il termine lineare per cui

7:(/ B ﬁ N mw2q2 F2
- 2m 2 2muw?

(114)

Questa, a parte il termine costante ¢ esattamente 1’Hamiltoniano di un
oscillatore armonico con pulsazione w, per cui gli autovalori dell’energia
valgono

F2
2mw?

E, = (n + ;) hw — (115)
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mentre gli autostati sono quelli dell’oscillatore armonico. Per trovare gli
autostati del problema iniziale si noti che l’equazione agli autovalori

H'|n) = U;HUS|n) = E,|n) (116)

si puo riscrivere come = R
HUn) = B0} (17)
per cui gli autostati di H sono |n) = Ulln) = exp(—iap/h)|n), ovvero

P (q) = ¥n(q — a) (dove i 7, sono stati calcolati nel problema precedente)
corrispondenti agli autovalori F,,.

3) Trovare autovalori ed autostati del seguente Hamiltoniano:?

N2 242
A~ P mw=q Aw, . . . ~ Aw . n
= — ik 11
M=o+ =+ 5 (pi+ap) =Ho+ —-(pq + dp) (118)

dove A & una costante con |A| < 1.
Per semplicita di notazione si defisce K = H/hw, P = p/vVmhw e Q =
\/mw/hqg. Con questa posizione 'Hamiltoniano diviene:

K= 2Q (QP +PQ)=Ky+ = (QP + PQ) (119)
e [Q, ]5} = 4. Come nell’esercizio precedente, si opera una opportuna tra-

sformazione unitaria per eliminare il termine spurio. In particolare si puo
utilizzare la seguente trasformazione

Uy = exp(i0Ky) (120)
Evidentemente si ha
Ao A
Si noti che [Ko, Q] —iP e [Ky, P] = iQ (provare queste relazioni per

esercizio). Usando la (111) si ha allora:
e Ao A L 0% A -
effoQe 50 = Q40P — §Q+~~ = @ cosf + Psinf

o A A A 02 . R N
Ko pe=itko P—@Q—§P+--~:PCOSG—QSin9 (122)

3Si noti che presi singolarmente p§ e §p non costituiscono un operatore hermitiano.
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per cui, dopo qualche calcolo
NN N Ar -~ N A A
mKUg:Kb+§[Gﬂ—Q%mnw+wQP+PQmw2ﬂ (123)
Posto § = /4 & possibile eliminare il termine spurio ottenendo

(1+A)P>+(1—A)Q?

UyKU} = : (124)
Tornando alle variabili originarie si ha
A2 252 ) 1, 1252
N b L T e
=(1+A—+(1-A = 125
T R (125)

conm' =m/(1+ A)ew =+1— A%0. Poiché |A| < 1 queste quantita sono
ben definite. Gli autovalori dell’energia sono quindi

1
E, = (n + 2) ho' (126)
e gli autostati sono dati da
In) = e’i%\n, m' W) (127)

Questa espressione e solo formale in quanto non e semplice ricavare gli stati
|n)" a partire dagli stati [n) del secondo membro (si noti infatti che gli stati
al secondo membro si riferiscono ad un oscillatore armonico di massa m/
e pulsazione w’ mentre I'operatore nell’esponenziale ¢ I’'Hamiltoniano di un
oscillatore di massa m e pulsazione w).

4) Trovare autovalori ed autostati del seguente Hamiltoniano
descrivente due oscillatori armonici accoppiati:
7 i +m1w%(ﬁ+ i +m2w§(j§
2m1 2 2m2 2

+ 914> (128)
con [G1, Go] = [p1, P2] = [q1, D2] = [P1, 2] = 0 € [G1, 1] = [Ga, Do] = ih.

Nuovamente, per semplicita di notazione si definisce QQ; = ¢;/m;, P; =

Di/y/mi e G = g/\/mimg, per cui:
N 1 - A A A A A
H = (P + P+ wiQF +w3Q3) + GQiQs (129)
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Operando come negli esercizi precedenti, si consideri la trasformazione

N 10, ~ - AoA 10
Ug = exXp [h(Q1P2 — P1Q2>] = exXp (ﬁL3> (130)

con {:3 = O\P, — PQs. E facile mostrare che [ﬁg, Ql] = ihQy e [ﬁg, QQ] =
—ih@); e analoghe relazioni per le P;. Usando queste relazioni e la (111) si
lascia per esercizio mostrare che

(0 ~t [ cos —sind Q
Us ( Q; >U9 - ( sinf cosé ) < Q; ) (131)

e analoghe relazioni per le P;. Sostituendo nell’Hamiltoniano si ottiene:

. 1,y 2y 1. 1
W= (B + B+ QUi + wish) + 5 Q3 (wish + wich)

+Q1Qacesp(wi — wl) + G(QF — Q3)coss + GQ1Qa(ch — 52)(132)

con Sy =sinf e ¢y = cosf. Imponendo la condizione

2G
tan 20 = — 5 (133)
wy — Wy
si ottiene che i termini misti Qng si annullano e
N 1 - A N A
H = (Pl + Py + Q07+ 050%)
~2 252 2 252
D1 my§27q; P ma$5G;
134
con
Q] = wich+wssp+ Gsag
Q) = wis;+wics — Gsy (135)

L’Hamilltoniana H’ descrive due oscillatori armonici disaccoppiati i cui au-
tovalori dell’energia valgono

1 1
Enl,ng = (Tll + 2) FLQl + (ng + 2) hQQ (136)
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e gli autostati
|1, 0) = e~ % @OPP18) 1y QY g, g, Q) (137)

Analogamente all’esercizio precedente questa espressione e soltanto formale
poiché non ¢ semplice ricavare gli autostati [ny, ng) a partire dagli autostati
dell’oscillatore armonico.

5) Per ’Hamiltoniano dell’esercizio precedente, trattando 1’ac-
coppiamento ¢¢;j» come una perturbazione, trovare la correzione
allo stato fondamentale del sistema.

In assenza di perturbazione gli autostati del sistema saranno dati sempli-
cemente da |ny, ne) = |n1)1|ne)e con energia E,, ,, = (n1 + 1/2)hw; + (n2 +
1/2)hw,. Al primo ordine perturbativo si ha

114210, 0
|0>, - |0;0> + Z <T1E’,T2|QQ1EqQ| >|T1,T2>
r1,r270,0 0,0 7 Lri,ro

_ |0>1|O>2_Q Z <T1|€?1|0>1<7‘2|§2|0>2|r1>1|r2>2 (138)

00 111 Tals

Utilizzando ’espressione

h
o =i, ——— (1o — 7l 139
gi2 =1 211001 2 (771,2 771,2) ( )

e 112|012 = 0, 7 5|0)12 = |1)12 si ottiene

h
7 2|0 = —7,| —|1 140
q12[0)12 = —i, 2m1,2wl,z| )1.2 (140)

Sostituendo nell’espressione precedente, gli unici termini non nulli sono quelli
per cui 712 = 1, ovvero

10)’ = 0)1]0)5 — g

2(&)1 -+ WQ)w /TN TNoW1 W2

Si noti che al primo ordine la correzione all’energia si annulla poiché (n|g|n) =
0. In effetti si lascia per esercizio mostrare a partire dalle (135) che €; =
w; + O(g*) per cui

[1)1]1) (141)

1 1
Em,ng = (m + 2) hwl + (nz + 2) hCUQ + 0(92) (142)

28



6) Calcolare Ag e Ap per gli autostati di un oscillatore armonico
e mostrare che vale il principio di indeterminazione.

Conviene mostrare innanzitutto un teorema generale: se [¢)) ¢ un au-
tostato di un Hamiltoniano H che commuta con I'operatore parita e se O
anticommuta con l’operatore parita (73(’) = —(’)73) allora il valore di aspetta-
zione di O sullo stato |1)) & zero. Infatti, se H e P commutano, ammettono
un sistema di autostati in comune, il che vuol dire che gli autostati di H sono
anche autostati di parita per cui P|¢) = %[¢). Si ha quindi

(W[O) = (Y|P*O) = —(W[POPIY) = —(¥|O|) (143)

da cui discende (1)|O)1h) = 0.

Utilizzando il teorema precedente ¢ facile vedere che (§) = 0 e (p) = 0,
per cui A¢? = (¢*) e Ap? = (p*). Conviene cominciare a trovare la seconda
quantita. Si ricordi che

p= T(ﬁ+ﬁ*) (144)
per cui
mwh , . mwh r, . Afa o
P = o [ () ]
mwh .
= —— (@) + (71)? + 2N + 1] (145)
dove sono state usate la proprieta [H,n] =1e N = H'h operatore numero,
N|n) = n|n). Poiché (7)?|n) o< |n — 2) e (77)?n) x |n + 2) si ha che

(n](HN)?% + (7)?In) = 0, per cui
(p%) = (nlp*n) = mwh (n + > (146)
Per trovare (%) si noti che <7:() hw(n +1/2). D’altronde

(H) = + (147)

da cui si ricava facilmente

(@) =— (n + 2) (148)



In definitiva | 5
AgAp = h (n + 2) = (149)

Si noti che la minima indeterminazione AgAp = h/2 si ha per n = 0 che
corrisponde ad una autofunzione gaussiana.

A

7) Calcolare il valore di aspettazione dell’operatore 0= q

per gli autostati di un oscillatore armonico.
Poiché (n|(77)?|n) = 0 si ha

+pq

1
 2mhw

0=((n"? [(5%) — mPw(@®) + imw(@p+pg)]  (150)

Usando i risultati dell’esercizio precedente si ricava facilmente (Gp + pg) = 0.

8) Si consideri una particella sottoposta ad un potenziale armo-
nico il cui stato al tempo t =0 & |¢(0)) = |¢)p). Calcolare il valore di
aspettazione degli operatori ¢ e p sullo stato [ (t)).

Poiché |4 (t)) puo scriversi come

iHt

(1)) = U(1)]4(0)) = e [1(0)) (151)
dove U (t) & I'operatore di evoluzione temporale, si ha

iHt . _ iHt

e qgen [iho) (152)

(W()]gl(t)) = (vo

Operando allo stesso modo dell’esercizio 3, equazione (122), si ottiene dopo
qualche semplice calcolo

~

e cje_”fft = gcoswt + P sin wt (153)
mw
per cui
(@) = (@)ocoswt + @ sin wt (154)
mw

Ne consegue che il baricentro della funzione d’onda si muove di moto armon-
co. Si lascia allo studente il calcolo di (p);.
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9) Utilizzando la teoria perturbativa, determinare le correzioni
ai livelli energetici per un oscillatore anarmonico definito dall’Ha-
miltoniano seguente:*

A ~0 mw2a? A A
=2 (YL 6B B¢ (155)
2m 2

Si consideri il termine H; = ag®+ 4¢* come una perturbazione all’oscilla-
tore armonico lineare. Usando il teorema dimostrato nell’esercizio 6, poiché
75qA375*1 = —@> si ha che il contributo al primo ordine perturbativo del termi-
ne cubico si annulla. Cio puo indurre erroneamente a credere che il termine
cubico puo essere trascurato rispetto al quartico, in quanto contribuisce so-
lo al secondo ordine perturbativo. In realta se si scrive 1’espressione per la
perturbazione al livello energetico E,, all’ordine piu basso

AE, = (o) + - 3 HIod Il (156)

wiZ, o n—r

si vede che, poiché Poperatore ¢ contiene un fattore A2 potendosi scrivere
come

L5
—~
>
|
>
2%
N~—

(157)

entrambi i termini sono di ordine #* e quindi vanno considerati entrambi. Si
noti invece come il secondo ordine in §* o eventuali potenze superiori di §
danno contributi O(h*) e quindi possono essere effettivamente trascurati.

Si consideri la seguente relazione

. h h
e

=g =0 = )P+ @) - N+ D] (158)

4Si noti per qualunque valore di « e 3, V(x) = mw?z?/2 + az® + Br* ha un minimo
locale in z = 0, poiché V/(0) =0 e V" (0) > 0 come é facile mostrare, quindi il problema &
ben definito. Tuttavia pud accadere 2z = 0 non & il minimo assoluto o anche che che V() —
—o0 per & — +00 a seconda dei valori e/o del segno di « e 3, causando potenziali problemi
di stabilita del sistema fisico in questione. Nel seguito per semplicita verranno trascurati
questo tipo di problemi. Un potenziale del tipo indicato puo essere ottenuto tramite una
espansione in serie di Taylor sino al quarto ordine intorno al minimo (convenzionalmente
posto in = 0) di un potenziale reale.
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dove N = N'7 & 'operatore numero e si & usato il fatto che [, 71] = 1. Usando
anche le relazioni

nn) = Vnln—1) (159)
ifn) = Vn+1jn+1) (160)

si ottiene
§ln) = —2;; {\/n(n D=2+t )+ 2)n+2) — 20+ 1)|n>}
(161)

Il calcolo della correzione al termine quartico e allora semplice

(n|Bg'|n) = BI@MII* = 8 <h> n(n—1)+ (n+1)(n+2) + (2n + 1)°]

2mw

_ 5<2;;d>2-6<n2+n+;) (162)

Si calcoli ora ¢3|n). Usando le equazioni (157), (161) e (160) si ottiene
dopo qualche calcolo lasciato per esercizio allo studente

3/2
@ln) = _Z<2::Lw> (n— f/ [\/ (n—1)|n —2)+
+ i+ D)+ 2)n+2) - (2n+1)]n>]

3/2
_ (%) {\/n(n—l)(n—2)|n—3>

—3ny/nln—1) +3(n+1)vVn+1n + 1)
+ \/(n+1)(n+2)(n+3)]n+3>} (163)

e quindi

P = (h)2[n<n—1><n—2>ar,n_3

2mw
+9n30, 01+ 9(n + 1)%6,,4
+ (n+1)(n+2)(n+3)d nts] (164)
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Utilizzando questa espressione nel secondo termine dell’equazione (156), si
vede che i soli termini non nulli sono quelli per cuir =n+3er =n=+1,
per cui

1 rlag?|n)|? a?h? [n(n—1)(n—2
thK ‘n—‘rﬂ - 8m3w4[ (n—(vi(—?)) :
9n3 N 9(n+1)3
n—(m—1) n—(n+1)
(n+1)(n+2)(n+3)]
n— (n+ 3)

+

(165)

Dopo qualche semplice calcolo e raggruppando tutti i termini si ottiene in
definitiva all’ordine piu basso

15a2h> 11 35h*
( )+

2
n“+n-+ —
Am3wt + 2m2w?

30

1 1
E, = <n+2> hw — <n2—|—n+2) (166)

10) Calcolare la prima correzione relativistica all’oscillatore ar-
monico.
L’energia cinetica di una particella in relativita ristretta vale

Ej, = \/p2c? + m2c* — mc? (167)

Se p < mc e possibile espandere 1'espressione precedente utilizzando I’espres-
sione per il binomio di Newton

1 1 1
(1—1—3:)1/2:1—1—2:16—}—(1é2>x2—|—--~:1—|—2x—8x2+--~ (168)
si ha:
2 4 2 4
p p p p
E.=mc |1 — e =1 = £ = ... (169
ke K +2m202 8m4c4+ ) ] 2m 8m302+ (169)

Il termine in p* rappresenta la prima correzione relativistica. Per un oscilla-
tore armonico I’Hamiltoniano corretto vale

~2 242 ~A
~ mw
-t 7P

2m 2 Sm3e2

(170)
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Trattando l'ultimo termine come una perturbazione si ha

~4
p
AFE, = —{(n|——=n 171
(] L) ()
A parte la sostituzione ¢ — p il problema e simile all’esercizio precedente in
cui e presente solo una perturbazione di tipo quartico. Operando allo stesso
modo si ottiene

1 3hw 1
E, = - 2 ) 172
[n+2+16m02<n +n+2]hw (172)

L’approssimazione ¢ valida se hw < mc?.

11) Calcolare le correzioni all’energia del primo livello eccita-
to di due oscillatori armonici di egual massa e frequenza descritti
dal’Hamiltoniano seguente

o Pitpy | mwt(dE +43) ~3 3

H="=" =+ 5 + 94,35 (173)

in cui, al solito, [¢i,¢>] = [p1.p2] = [¢1,02] = [P1.G] = 0 e [G1, ;1] =
[d27ﬁ2] = th.

In assenza del termine di accoppiamento g¢3gs il sistema descrive due
oscillatori armonici disaccoppiati, per cui gli autostati sono |ny, ng) = |ny)1|n)s
con energia K, ,, = (n1 +ng + 1)hw.

Il primo livello eccitato ha energia F; = FEy; = Fy g = 2hw. Ne consegue
che il livello imperturbato ¢ degenere avendo gli stati |1,0) e |0, 1) la medesi-
ma energia. Il calcolo alla correzione al primo livello eccitato non puo essere
effettuato quindi con la teoria perturbativa standard ma occorre applicare la
teoria perturbativa per il caso degenere.

L’idea alla base della teoria perturbativa degenere ¢ la seguente: si sup-
ponga che all’energia E dell’Hamiltoniano imperturbato corrispondano un
numero N finito di stati degeneri |px), k=1... N

Hlgr) = Eler) (174)

L’equazione agli autovalori per I’'Hamiltoniano perturbato sara

(H+ V)| = (E+MAE + .. )|) (175)
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Si puo supporre che all’ordine zero in A la |¢) sia una semplice combinazione
lineare degli autostati degeneri

V) = Z_: Chlen) (176)

per cui H|¢) = E[). Moltiplicando scalarmente la (175) per (¢ al primo
ordine in A si ha

Merl V1) = AAE(@il9) (177)

Sostituendo la (176) nell’espressione precedente si ottiene il sistema di equa-
zioni

=z

N

k=1 k=1
Questo sistema ha una soluzione non banale solo se
det(V — AFET) =0 (179)

con Ve = (oi|V]gn). Questo equazione pud fornire sino ad N soluzioni
distinte AFE;,...AFEy il che indica che la perturbazione ha provocato la
rottura della degenerazione.

Applicando la teoria precedente al caso in esame, conviene definire per
semplicita |¢1) = |1,0) e |¢2) = |0,1). Usando il teorema relativo all’esercizio
6 ¢ facile vedere che

Vir = (1,0[V[1,0) = g(1|g3[1)1(0|g3|0)> = 0 (180)
e identicamente V59 = 0. Inoltre si ha
Vi = (1,0]V[0,1) = g(1]¢7]0)1(0]45|1)2 (181)

Usando la (164) si ottiene

3/2
0y = —i <27Zw> [31) + V63)] (182)

3/2
(11d10) = —3i (h) (189

da cui

2mw
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da cul si ricava

9 (n)
Vie==-g| — 184
o= () (184)
e Vo1 = Vis = . L’equazione
—AFE €
‘ - _AE | =0 (185)

ha la semplice soluzione AE = +¢. Ne consegue che la perturbazione rompe
la degenerazione. Si lascia per esercizio mostrare che gli stati corrispondenti
all’energia E; + ¢ sono |E; +¢) = (]1,0) +10,1))/v/2
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Esercizi su spin e momenti angolari

Nota: Un momento angolare Je definito assiomaticamente come un vettore
le cur components Ja, a=1,2,3 hanno la propmeta [Ja, Jb} zheachc, con
€ape tensore totalmente antisimmetrico. Definendo J2 = J2 + J2 + J2 st vede
che [J2 J o) = 0, per cui esiste un sistema di autostati comuni tra l’operatore
J2 ¢ una qualsiasi delle componenti di J, convenzionalmente la Jy

Pljom) = 8%j(j +1)|j,m)
J3‘.j7m> = hm|]7m>
con j intero o semi-intero e m = —j,—j + 1,---,7 — 1,7. Per la teoria

relativa at momenti angolari ci si riferisce al sequente testo: Picasso “Lezioni
di Meccanica Quantistica”, edizioni E'TS, §10.

1) Mostrare che se q e p sono definiti come vettori coordinate
e impulso di una particella ([Gs, @] = [Pa, D] = 0 € [fu,Db] = ihdap)
l’operatore M = g A p definisce un momento angolare.

Per mostrare I’asserto occorre verificare che [Ma, Mb] = ihie .M, = ih(Gapy—
GvPa) con a # b. Si comincia col mostrare che [Ma,cjb] = thegpeqe. Infatti,
essendo Ma = €4cd(cPq si ha

[Maa qAb] = eacd(jc[ﬁda qAb] = _ih5db€acddc = _iheacbdc = Z-heabc(jc (186)

dove si e sfruttato il fatto che €, = —€ae. Allo stesso modo e facile mostrare
che [M,, pp] = iheappe- A questo punto si ha:
[Ma, Mb] = Ebcd[Ma, Cfcﬁd}
€bed {ch[Maaﬁd} + [Mm (jchad}
= ih(€pcd€adeGeDe + Ebcd€acedeDd)
= il [~ (dapOce — dacObe)GcPe + (dapdde — daadbe)Gepa)]
= ih(—6apGcPe + GaPo + OavGeDe — GoPa)
= ih(qaPy — Gvba) (187)

In questo calcolo e stata sfruttata la proprieta €qpr€cef = 04066 — Oaedpe-
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ZEC]3

» V=4

X=q,

Figura 3: Coordinate polari

2) Mostrare che nel caso dell’esercizio precedente [Ma, Q% =
[M,,p?] = [M2,§% = [M2,p?] = 0 con & = ¢+ ¢ + ¢2 e lo stesso
per pZ.

Questo esercizio ¢ lasciato per esercizio allo studente. Come conseguenza,
per una particella in un potenziale centrale, ovvero descritto da un Hamilto-

niano
2 2

. p N 2
_ P = 1
H o + V(q®) 2mV + V(r?) (188)

si ha che 'Hamiltoniano commuta sia con Ms che con M?.

3) Mostrare che nello spazio delle coordinate si ha M = —1hd/0¢,
dove ¢ e ’angolo definito in fig. 3
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In coordinate cartesiane l'operatore M3 si scrive come

- h 0 0

dove z = ¢; e y = ¢2. In coordinate polari

T = pcosao N dx = cos ¢dp — psin pdo
y = psing dy = sin ¢dp + p cos pdo

da cui si ricava

dp = cospdr + sin pdy = %dm + g—;’dy

dp = 00 4y 4 €8Py = %y 4 %2y

Da queste si ottiene

dopo qualche semplice calcolo si ricava infine

0 _,9_ 09
y  “or  9¢

da cui 'asserto.

(189)

(190)

4) Mostrare che loperatore U, = exp(iaM - u/h) genera delle

rotazioni intorno all’asse definito dal versore u.

Senza perdita di generalita e possibile scegliere il versore u in modo che
coincida con l'asse z, ovvero u = usz. In tal caso l'operatore in questione

diviene, nella rappresentazione delle coordinate

per cui

a o"

(191)

Uath(r,0,9) = e*/%%(r,0,0) = 3 Ha(bnlﬁ(h 0,0) =4(r.0,¢+a) (192)

n=0
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5) Trovare autovalori ed autofunzioni dell’operatore M;.
L’equazione agli autovalori vale

- 0
Mg () = 5 51 nl0) = 1, (0) (193
che ha soluzioni .
() = e (194

La condizione di periodicita f,,(¢) = fin(¢ + 27) porta a concludere che m
deve essere intero. Ne consegue quindi che momenti angolari semi-interi non
possono essere scritti nella forma q A p.

6) Scrivere esplicitamente gli operatori j, 32, J: nella rappresen-
tazione degli autostati J; per j = 1/2 e j =1 e trovare gli autostati
di Jl e JQ.

Si ricordano le formule generali:

j3|j7m> = hm|.]7m>
Pljym) = 050 +1)]5,m)
Jeljom) = BG4+ 1) —m(m £ 1)lim£1) (195)

con ji = jl + jQ. R
Per j = 1/2 si ha che gli autostati di J3 sono semplicemente dati da

A

1 1 hil 1
oAV =4 |24 196
73 > 2‘2’ 2> (196)

272

pehei-(3) hDan-()

in questa rappresentazione si ha evidentemente

A=yl -ge= (g %) =g o

Posto

Evidentemente ’operatore J? in questa rappresentazione deve essere propor-
zionale alla matrice unita:
1 3

. | . 1
) = 1 <2+1> £) =>J2:4h2<0 ?) (199)
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Usando le espressioni di .J; & facile vedere che J.|T) = h|4) mentre Jo|+) =
0 per cui’

Fo=tle-t=n( g g ). L=ne=a( 9 0) o

Usando le relazioni J; = (Jy4J_)/2 e J, = (J4 —.J_)/2i si ottiene facilmente

A h{fo 1 h - (0 —i h
J1:2<1 0>:20'1, J2:2<Z O>:20'2 (202)

Il calcolo degli autostati di ng e un semplice esercizio ed e lasciato allo
studente (si veda anche 'esercizio 9). In generale un momento angolare con
j = 1/2 ¢ definito come uno spin® e si usa il simbolo S. Si noti che per
quanto detto nell’esercizio precedente uno spin non ha una rappresentazione
nello spazio delle coordinate.

Per j =1 si hanno i tre stati

Js|1, £1) = £h|1,41), J3/1,0) =0 (203)
5In generale si ha:
A i1
Jio= h Y VG 1) —mlm+1)]j,m+ 1), m|
m=—j

~
I

Y ViG D) = mlm = 1)],m = 1)(j,m]|

m=—j+1

(200)

6Uno spin & un momento angolare intrinseco di una particella. Particelle con spin
1/2 sono ad esempio Delettrone, il neutrino, o i nucleoni (i quali perd sono composti da
particelle elementari, chiamate quark, anche esse di spin 1/2). Esistono anche particelle
(elementari e non) con spin nullo o diverso da 1/2: per esempio il fotone ha spin 1. Par-
ticelle con spin semi-intero sottostanno al principio di esclusione di Pauli: due particelle
identiche non possono occupare lo stesso stato. Nel seguito, per semplicita si intendera
per spin un momento angolare con j = 1/2. Si noti infine che uno spin (e, pit in gene-
rale, un momento angolare) non necessariamente si riferiscono ad un momento angolare
nel senso classico della parola, ma possono anche riferirsi a numeri quantici interni che
caratterizzano lo stato di un sistema (per esempio un neutrone ed un protone possono
essere visti come due stati diversi della stessa particella, il nucleone, caratterizzati da due
valori diversi del cosidetto spin isotopico).
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Anche qui si puo porre

1 0 0
LO=[D={0] LO=[0=| 1], [L-H=[l)=]0
0 0 1

(204)
In questa rappresentazione e facile, ripetendo i ragionamenti del caso prece-
dente ricavare le rappresentazioni dei vari operatori come segue (il calcolo e
lasciato per esercizio):

) s (010
J o= —| 101
V2o 1 0
0 — 0
. h
ng—zO—i
V2l & o
) 10 0
Js = h| 00 0
00 —1
) 010
Jo = 2[00 1
000
) 000
J_ = m2[ 10 0 (205)
010

e J2 = 2L, Anche in questo caso il calcolo degli autostati di Jy e Jy & un
semplice esercizio di algebra e viene lasciato per esercizio. Per esempio per
gli autostati di J; si ha

1 1
L) = S (D + D) £ 500
1
L0 = (1 -11) (206)

7) Mostrare che il pili generico operatore autoaggiunto in uno
spazio di Hilbert due dimensioni puo essere scritto nella forma

E=A+B-S (207)
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A

dove B € un vettore reale a tre componenti e S € un operatore di
spin.

Uno spazio a due dimensioni e semplicemente definito da due vettori
ortogonali |e; 2) a cui viene data la rappresentazione

0= (o)t =(1) 208)

e ovviamente (e;| = (1,0) (es] = (0,1). Un operatore & pud essere rap-
presentato semplicemente da una matrice 2x2 &, = (e4/€|e,). L’operatore
aggiunto &' ha quindi la rappresentazione £, = (e,|€f|e,) = (es|€|ea)* = &7,
Un operatore & autoaggiunto se

&1 b > ( & & )
= ¥ ox 209
< STRRSY SPERSS (209)
cioé 511 € 522 reali e 61((2 = 521. Posto 511 = A+ FLBg/Q, 522 =A-— th/2 €
&1 = (B +1iBs)/2 =&, con A e B, reali, si ha

i = A+1By LB —iB,)
BB —iBy) A-1B;

o1 hio —i hi1 0
- A+Blz<1 0>+B22<i 0 >+B32<0 —1>

h h h N
= A+31§O'1+BQ§O'2+33§O'3:A+B'S (210)
dove le g, sono le matrici di Pauli. Ne consegue che tutte le proprieta relative
ad un qualsivoglia sistema a due livelli possono essere riferite alle analoghe
proprieta dello spin.

8) Trovare la condizione per cui due operatori bidimensionali él
e fg commutano.

Usando il risultato dell’esercizio precedente e possibile scrivere 5172 =
Ao+ By S per cui

[£1,65] = BiaBuy[Sa, S = iheweBraBinS. = By ABy -8 (211)

Di conseguenza [£1, &) = 0 se By e By sono paralleli, cioé By, = 31 ou dove
u € un versore.
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9) Trovare gli autostati dello spin per una generica direzione
definita dal versore u = cos ¢ sin fu; + sin ¢ sin fuy + cos fus.
L’equazione agli autovalori da risolvere sara

u-S|s) = S,|s) = mhls) (212)
Scrivendo |s) come
S1
|s) = silex) + salea) = ( S ) (213)

I’equazione diviene

h . _
2 Uy —Us So So
con u4+ = uq £ 1us. L’equazione precedente ammette soluzioni se

‘“3_2’" - ’:4m2—1:0 (215)
Uyt —us — 2m

poiché uZ+u_u, = |[u|? = 1. Questa equazione ha, come previsto, le soluzioni

m = £1/2. Sostituendo queste soluzioni nell’equazione agli autovalori e risol-

vendo per s; e sy (con la condizione di normalizzazione (s|s) = [s1]? + |sq|? =

1) si ottengono, a meno di una costante arbitraria i due stati ortogonali (il

calcolo ¢ lasciato per esercizio allo studente):”

0 _. 0 .
| +u) = cos—e ?|e;) + sin —e"/?|ey)
2 2
0 0 ,
| —u) = —sin §€_Z¢/2‘€1> + cos §€Z¢/2|62> (216)

corrispondenti agli autovalori +h/2 rispettivamente. In particolare sceglien-
do come versore u i versori degli assi si ha:

le1) + |ea)

V2

| +w) =

7Si lascia come esercizio anche verificare che vale la relazione di completezza, cioé che
[ +u)(+u|+ [ —u)(—u[ =1
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—le1) + |ea)

‘_u1> = \/5

le1) +ilea)

[ +up) = YT

—uy) = —le1) + ilea)
V2i

[+us) = le) =[+)
) = e = 1)

10) Nel caso dell’esercizio precedente trovare gli operatori di
salita e di discesa S,1 che hanno la proprieta S,.| Fu) = i| + u).
Ad esempio
0 i 0 20, —i
3u+ — |+ u)(—u| = h( —cosgsing cos®ge Z )

—gin? 8ei? 94in ¢
sin® ge COS 3 SN 5

(217)

1l calcolo di S,,_ ¢ lasciato per esercizio allo studente.

11) Nel caso dell’esercizio 9 si supponga di aver fatto una misura
dello spin nella direzione u e di aver trovato come risultato 7/2.
Calcolare:

1. Dire in che stato si trova il sistema.
2. 1l valore di aspettazione di Sl, S, e S5 su questo stato.

3. Calcolare AS;, AS; e AS; su questo stato e verificare che vale
il principio di indeterminazione.

4. La probabilita che facendo successivamente una misura nella
direzione z si trovi come risultato /2.

5. La probabilita che dopo la misura relativa al punto precedente,
una nuova misura nella direzione u fornisca —h/2.

1. Ovviamente dopo la misura il sistema si trova nello stato | 4+ u).
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2. Poiché

A 0 _..n 0 . o=
Ss|+u) = cos 56_1¢/253|+>+sin§e’¢/283|—>

0 .0 0 .00
= COS §€_Z¢/2§|+> — sin §€Z¢/2§|—> (218)
si ha, dopo qualche semplice calcolo
A h
(+ulS3| +u) = B cos (219)

Inoltre poiché Sy = Sy + iS5, si ha S = (S, 4+ S_)/2, per cui
A 0 il .0 sl s
Si|+u) = cos ¢ ¢/2§S_]+) + sin 3¢ ¢/2§S+\—>
0 .. .h 0 500
= cos 56_"1’/25\—} + sin §6Z¢/2§H—> (220)

dove si sono sono usate le relazioni Si|+) = 0 e Sy|+) = A|F). Ne
deriva che dopo qualche calcolo

- h
(+ulSi| +u) = §sin9(zosd> (221)
Allo stesso modo si lascia per esercizio dimostrare che

(+u|Ss| +u) = Zsin@singb (222)

3. Si ha, utilizzando il fatto che S5 & hermitiano

. FA R h2
(S5) = (+ulS] - 85|+ u) = || Ss] + uw)|* = vy (223)

e analogamente (S2) = (S2) = h%/4. Ricordando che AS, = 1/(52) — (S,)?

ne deriva allora che

h :
AS) = 5\/1 — sin? 6 cos? ¢

h : :
ASy = 5\/1 — sin? fsin? ¢

AS; = Z\/ 1 —cos?0 (224)
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Allora ad esempio si ha

h?
ASIAS, = Z\/COS2 6 + sin* # sin” ¢ cos? ¢

> D[S S| = 5 |(59] =T coss (229)

Si lascia per esercizio mostrare le altre relazioni di indeterminazione.

4. BEvidentemente si ha

h 0
P (sz = 2) = |(+| + u)|* = cos® 2 (226)

5. Dopo la misura precedente il sistema si trova nello stato |+) La proba-

bilita che una successiva misura nella direzione u fornisca il risultato
—h/2 sara data da

P <su = —Z) = |(—ul+)]* = sinzz (227)

Si noti che, a parte i casi § = 0,7/2 (S, = +5.) in cui il risulta-
to e sempre nullo, se non si fosse effettuato la misura intermedia, le
probabilita di aver trovato lo spin invertito rispetto alla misura inizia-
le sarebbe stata |(—u| 4+ u)|*> = 0 poiché i due stati sono ortogonali.
Cio e conseguenza del fatto che gli operatori S, e S, non commutano
([Su, S.] = iuAug-S) e quindi sono incompatibili. Ne consegue che la
misura intermedia ha perturbato il sistema.

12) Una particella di carica e possiede un momento magnetico

intrinseco dato da
A~ egs a
m S

— S 22
5y = (228)

dove la costante g, € una quantita chiamata momento giromagne-
tico e dipende dalla natura della particella (per esempio un elet-
trone g; ~ 2). Si supponga di sottoporre la particella ad un campo
magnetico costante B = Bw, dove w € un versore:
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. Scrivere, in analogia con la meccanica classica, I’ Hamiltoniano
relativo all’interazione del momento magnetico della particella
con il campo magnetico.

. Scrivere 'operatore di evoluzione temporale relativo all’Ha-
miltoniano precedente.

. Supponendo che all’istante ¢t = 0, S3 = i/2 calcolare la probabi-
lita che al tempo ¢ una misura di S; fornisca —7/2. Allo stesso
modo calcolare la probabilita che al tempo ¢t una misura di 5;
e sy fornisca +h/2.

. Mostrare se lo stato iniziale di spin [)(0)) & autostato di S - u,
al tempo ¢ la |¢)(t)) sara autostato di S-u(t) dove il versore u(t)
precede intorno al vettore campo magnetico.

. Mostrare altresi che il valore di aspettazione (S(t)) precede
intorno al campo magnetico.

. In analogia con il caso classico si ha
H=—-m-B=—ws, (229)

dove si & posto w = uB = egsB/2mc e

S*wzs.wzh<w3 w- )EZO’” (230)

2\ wy —ws

. L’operatore di evoluzione temporale puo scriversi come

U(t) _ e—ﬁ:{t/h _ ez’%tcrw (231>

2

Per il calcolo di questa quantita si noti che o = 1 come e facile

: 3 _ 4 _
verificare. Ne consegue che o, = o, 0, = 1 etc.

ot t/2)? t/2)?
P 1+Z’(wt/2)aw—(w2/‘> —i(wg/')ow—l—

t t
= Cos % + i0y, sin % (232)
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3. Evidentemente in questo caso |¢(0)) = |+), quindi

(1)) = (cosm—i—wwsm )y+>

2

- CoS %t + fws3 sin 7 tw_ sin 4 7 1

N iw sin 4 cos 4 — jwy sin & 0
wt wt

_ <cos —I—Zw3sm 5 ) (233)
iw sin 4

per cui
P_(t) = [{(—|v(t))|” = |wy]|"sin 5 = g5 cos 0(1—coswt) (234)

e ovviamente P, (t) = 1—P_(t). Questa formula & nota come formula di
Rabi ed ha una validita piu generale rispetto al problema in questione,
poiché riguarda I’evoluzione temporale di un qualsiasi sistema a 2 livelli.
Si noti come se 6§ = 0 la probabilita di conversione ¢ nulla: in tal caso
lo stato iniziale ¢ un autostato dell’Hamiltoniano. Come noto infatti
gli autostati dell’Hamiltoniano non evolvono nel tempo.

Si ha inoltre per esempio dopo qualche calcolo
Pia,(t) = [(+mfp(t))*
= ; — sin 6 cos ¢ sinwt + 411 sin 20 sin ¢ (1 — cos wt)(235)
Il calcolo delle altre probabilita e lasciato per esercizio allo studente.

4. Per mostrare questa proprieta, senza perdita di generalita conviene
prendere w allineato all’asse z e considerare come stato iniziale uno sta-
to |4+ u) relativo al versore u = sin fu; + cos fug che giace inizialmente
sul piano zz come in figura 4. Usando la (216) si ha

0 0
|1¥(0)) = | +u) = cos 5]—1—) + sin §|—> (236)
Al tempo t si ha

() = A()\w( ))

< + Wt) f |+) + si 9| )

= — in — = in—|—

cos 1038 SWAGE sin o

_ Q iwt/2 : Q —wt/2|

= cosge |+) + sin 7€ |—) (237)
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u(t)
u(0)

Figura 4: Precessione dello spin

dove si ¢ usato il fatto che o3|+) = £|£). Guardando l'equazio-
ne (216) si vede che questo ¢ lo stato | + u(t)) relativo al versore
u(t) = cos ¢(t) sinfuy + sin ¢(t) sin fuy + cosfug con ¢(t) = —wt (si
noti che per una particella di carica positiva la precessione ¢ antioraria,
in figura 4 ¢ mostrata la precessione dello spin di una particella con
carica negativa).®

8Evidentemente era possibile risolvere questo problema utilizzando direttamente
Pequazione di Schrédinger ihd; |1 (t)) = H|y(t)), ovvero il sistema

o (se(t) Y [ s+(1)

zh< 5 (1) > = —wSy ( s (1)
con la condizione iniziale (s (0),s-(0)) = (cos#/2,sin6/2). Si invita lo studente risolvere
il problema seguendo questa via alternativa.
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5. Viene lasciato come esercizio mostrare che
A h
(W()|S1|w(t))y = §Sin9coswt
A h
(W(t)][Ss|(t))y = 5 sin 0 sin wt

WIS IeW) = 5 cosd (239)

dal quale si evince che (g(t)>A oc u(t). Si lascia come esercizio allo
studente calcolare operatore S(t) = UT(t)SU(t).°

13) Tramite la teoria perturbativa si imposti il problema del
calcolo delle correzioni ad autovalori ed autostati indotti dell’inte-
razione spin-campo magnetico

~2

H =Ho+pHr = 5+ V(@) + uB(d) -8 (239)
rispetto all’Hamiltoniano imperturbato Ho (il quale non dipende
dallo spin della particella) avente uno spettro discreto di autovalori.
Trovare gli autostati del sistema nel caso in cui B(§) = B(¢)u con u
versore costante.

In assenza di perturbazione (1 = 0) se 1,(q) ¢ la funzione d’onda che
descrive la parte spaziale relativa all’energia E,, (cioé soluzione dell’equazione
ﬂown = E,|¢y) lo stato completo che descrive la particella puo essere scritto
come |1(q),s) = ¥n(q)|s), dove |s) = si|+) + s_|—) descrive lo spin della
particella. Dato che "'Hamiltoniano imperturbato non dipende dallo spin,
e quindi I’energia della particella non dipende dalla direzione del suo spin,
il sottospazio sy|t,(q),+) + s_|¥,(q),—) ¢ doppiamente degenere. Ci si
aspetta che I'intoduzione della perturbazione indurra una rottura di questa
degenerazione in quanto essa introduce una direzione privilegiata nello spazio
data dalla direzione del campo magnetico.

98i provi come esercizio anche ricavare (S(t)) direttamente dall’equazione differenziale

con la condizione iniziale (S(0)) = sin fu; + cos fus.

51



Per convenienza vengono scelti come base del sottospazio degenere gli
stati |¢,(q), £). Utilizzando la teoria perturbativa degenere si ha che al-
I'ordine piu basso gli autostati perturbati possono essere scritti come |¢') =
Se|n(q), +) +s_|n(q), —) dove gli s1 soddisfano 'equazione agli autovalori

M"<z+>:<%§i %:t:)(?):AEn(?) (240)

dove AFE,, é la correzione all'n-esimo livello e

M = (a(a), £1B(@) - Sltn(a), +)
= 1 [ dalvn(a) PBla) (FHSuo [£) =

iy [asors@ (00 00 e

M, up(g) —us(q)

Il sistema precedente ha soluzioni non nulle solo se

M+t —AE, M-

M+ M- -ag, |70 (242

det(M, — AE,I) = ‘

Una volta calcolati i coefficienti M+ & possibile calcolare le correzioni all’e-
nergia e gli stati corrispondenti.

Il caso speciale in cui B(g) ha una direzione costante & pitt semplice da
trattare. Infatti, posto

(B = [ daln(@)*B(a) (243)
si ha evidentemente
M, — n ( s U= ) = w5, (244)
2 Uy —U3

con wy, = (B),. Il sistema (240) ¢ quindi equivalente al problema 9 in cui
si cercano gli autostati dell’operatore S,. Gli autovalori dell’energia sono
E'* = 4+hw, /2 corrispondenti agli autostati | &= u). Di conseguenza il campo
magnetico rompe la degenerazione in modo che lo stato allineato nella dire-
zione del campo magnetico ha una energia FE,, + hw, /2 mentre quello nella
direzione opposta ha energia E,, — hw,, /2, come era ragionevole aspettarsi (si
noti che w, puo essere positivo o negativo a seconda del segno di p e di (B),,).
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Si noti infine che, a parte il caso B =costante, questa ¢ solo I’approssimazione
di ordine zero in p, in quanto, in generale, ad ordini superiori vi sara anche
una correzione alla funzione d’onda v,,(¢) la quale sara una sovrapposizione
di stati ad energia diversa.

14) Si mostri che se JA e JB sono due momenti angolari con
[JA, JB] = 0, Poperatore J= JA +JB € ancora un momento angolare.

Questo esercizio & lasciato per esercizio allo studente (sugg.: si mostri
che le componenti J, rispettano le relazioni di commutazione di un momen-
to angolare). L’operatore J ¢ definito come momento angolare totale del
sistema.

15) Siano S, ed Sg due spin con [gA, SB] — 0 i cui autostati di S;
sono |+), e |+)4 rispettivamente. Si trovino gli autostati di J; e J2
con J = SA + SB momento angolare totale del sistema.

Questo problema fa parte del problema piu generale relativa alla combi-
nazione dei momenti angolari. La base di partenza ¢ data dai quattro stati
|+, &) = [£) al%) 5. Si comincia col provare che lo stato |+, +) & un autostato
di J; e J2. Infatti per Js

Js|+,+) = (Saz+ Spa)|+)al+)s )
— { 3| +) }|+>B+|+>A {SB3|+>B}
h

= SHaRs + [Hhag s
= hl+)al+)s = hl+, +> (245)
Per J2 si noti che vale questa relazione

J2=(S,+8Sp5)? = S4+S5%+25,-S;
= S,24+SQB+2SASSB3+SA+SB_ + Sa_Spy (246)

E’ facile verificare allora che
Pl+,4) = (8% +S%+2%358s + Sa:Sp- + Sa-Spi)|[+)al+)5
3 2 3 2 1 2)
z z 2=
(582 + 302 +248°) [)al4)s
= 2R%+,+) (247)
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dove si € usato il fatto che §+|+> = (. Ricordando le relazioni jz|j, my =
R%j(j +1)|4,m) e Js|j,m) = hm|j,m) & possibile interpretare lo stato |+, +)
come lo stato relativo ad un momento angolare con 7 =1 e m = 1, ovvero,

|1> 1> = |+>+> = |+>A|+>B (248)
Allo stesso modo e possibile fare la seguente identificazione

Per trovare lo stato |1,0) e sufficiente utilizzare I'operatore di discesa sullo
stato |1,1) (oppure l'operatore di salita sullo stato |1, —1)). Ricordando che
J_|1,1) = hv/2|1,0) si ha

J_|1,1) = J_|+,+) = (Sa. +Sp )|+ al+)s

= hl=)al)s +hl+)al-)s

|—)al+)s +[+H)al-)s
h2 7% (250)

da cui si ha l'identificazione

[=)alt)s + [H)al=)s
V2

Poiché gli stati iniziali sono quattro, esistera una ulteriore combinazione di
stati ortogonale agli stati precedenti. E’ facile verificare che questo stato e il
seguente:

1,0) = (251)

[=)alt)s —[=)al-)s

V2

Si lascia per esercizio provare che 32]0,0> = 0. Ne consegue che questo
stato corrisponde ad un momento angolare nullo, j = 0. Gli stati relativi a
7 = 1 vengono definiti stati del tripletto e corrispondono alla situazione in
cui gli spin delle due particelle sono allineati. Lo stato j = 0 viene chiamato
singoletto e corrisponde alla situazione in cui i due spin sono disallineati.'’

0,0) =

(252)

10Cio potrebbe non risultare evidente per lo stato |1,0). Tuttavia si lascia per esercizio
mostrare che si ha per esempio

| Fwaltu)p | —uw)al —w)p
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16) Tramite la teoria perturbativa si calcolino le correzioni ad
autovalori ed autostati indotti da una interazione spin-spin del tipo
oy, b
2mas  2mp

H="Hy+ OH; = +V(Qus) + BF(4as)Sa-Ss (253)
dove qap = 4 — 4p € la distanza tra le due particelle A e B.

Si noti intanto che ’'Hamiltoniano in questione puo essere riscritto come
(si veda Picasso “Lezioni di Meccanica Quantistica”, edizioni ETS, §11)

. p2 P> .
H = —— 4+ = 4+ V(@) +BF(§)S4-S
2(ma+mp) 24 (@) + BF(@)Sa-Sp

dove § = Gap, P = pa+Dp e I'impulso totale del sistema, p e 'impulso delle
particelle rispetto al centro di massa del sistema [p = (mapa—mpDPgr)/(ma+
mp)| e 1 € la massa ridotta del sistema. Il temine Hc,d,m(P) descrive il moto
del centro di massa del sistema come particella libera e puo essere trascura-
to. Per semplicita nel seguito si supporra che I’'Hamiltoniano H,o abbia un
sistema discreto e non degenere di autovalori. Come nel caso dell’esercizio
13, gli autostati del sistema imperturbato relativi all’autovalore E,, saran-
no una combinazione dei quattro stati |¢,(q), £, &) = ¥,(q)|£)a|E)s che
definiscono quindi uno spazio quattro volte degenere.

Come al solito, all’ordine piu basso della teoria perturbativa degenere gli
stati perturbati saranno una combinazione lineare degli stati imperturbati
degeneri

|¢> = Z SiA,iB|"7Z}n(q)viAviB> (255)
1ALB
dove iy p = +, — e gli s;, ;,, sono soluzioni del problema agli autovalori
Z <¢n(q)> iA, @B|6H1|¢n(q)v Z/Av Z.38>3i14,i29 - AEnSiA,iB (256)
iyl
Come nell’esercizio 13 e possibile separare la parte spaziale da quella di spin

cioé gli spin sono allineati in un asse ortogonale all’asse z, mentre invece si ha

_ | tuwal—uw)p —[—u)al+u)p
‘O7O> -
V2

cioé per il singoletto gli spin sono disallineati anche nell’asse ortogonale all’asse z.
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con

(Fyo = [ daln(@)*Fla) (258)
Per il calcolo di (i4, ip|Sa-Sp|iy, #) conviene utilizzare la seguente relazione:
~ ~ A oA 1 /- A A A
Sa-8p=Sudm+; (SarSp- + Sa-Sby) (259)
Con queste posizione e facile verificare che
A oA B2
SA'SB|+7+> = Z|+7+>
. R h2 hZ
SA'SB|+7_> = _Z‘—h_)—i_?‘_?—{_)
. R h2 h?
SA SB|_7+> = _7|_7+>+7|+7_>
4 2
A h?
84-85--) = i)

Posto ¢, = B(F),h?/4 si ha che I'equazione agli autovalori (256) si riduce a

€n S+ S+

—&n 26 Sq— S4_
noon Tl =AE,| °F (260)

26, —€n S_4 S_4

En S__ S__

che ammettte soluzioni non banali se

en — AE,
—&, — AE, 2e, - 3 B
% N = (AE,—¢)’(AE,+3¢,) =0
en — AFE,
(261)
ovvero AFE, = ¢, o AE, = —3¢,. Per AE, = ¢, si ottiene che s,, e s__
sono arbitrari e s, = s_,. Ne consegue che una qualunque combinazione
dei tre stati - >
+, =)+ |-+
|+7+>7 _7_>7 | (262)

V2
ha la stessa energia F, + ¢,. Questi sono esattamente i tre stati di tripletto.
Se invece AE, = —3¢, si ottiene s, = s._ = 0e s, = —s_, ovvero
I'unico stato

+ - ==+

V2
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cioe lo stato di singoletto.

In definitiva la perturbazione non rimuove completamente la degenerazio-
ne, essendo il sottospazio con j = 1 degenere con la stessa energia E, + ¢,,
mentre lo stato con 7 = 0 ha energia F,, — 3¢,. Cio non deve sorprendere in
quanto e evidente che un accoppiamento del tipo S, - Sp € massimo quando
gli spin sono allineati. Si noti anche che scrivendo S4 - Sp come

e o A J?-8% -8

Sa-Sp= B [(SA +8S5)* = S% - SQB] = # (264)
e scegliendo come base direttamente gli stati di singoletto e di tripletto
|Yn(q), 7, m) si sarebbe ottenuto immediatamente

A~ A A

AE, = (el [F@ =8 foyfa) )
. [j(j%—l)—;} (265)

che fornisce direttamente AE, = +¢,se j=1e AE, = -3¢, se j = 0.

17) Si trovino gli autostati di Js e J? con J =M+ S dove M &
un momento angolare e S uno spin.

Anche in questo caso la base di partenza ¢ costituita dagli stati |, m, £) =
|1, m)|£). I generico autostato di J5 pud essere costruito come segue:

l7, 1) = ax|l,m,+) +a_|l,m+1,—) (266)

Si lascia per esercizio verificare che Js|j, 1) = fi(m+1/2)|, i), per cui si pud
fare I'identificazione pn = m + 1/2. 1 coefficienti a4 possono essere trovati
imponendo che questo sia anche autostato di J2. Per il calcolo conviene
utilizzare la relazione

32 =M% 4+ 8%+ 2M5 S5 4+ M, S_ + M_S, (267)

Usando le relazioni (195) dopo qualche calcolo, lasciato per esercizio, si
otterra

FPljm+1/2) = B [(Tihas +TiZa ) [1m, +)
+ (Fllr?qa-F + Fl%ia—) |l’ m+ 1, _>}
= WG+ Dlj,m+1/2) (268)
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con
11 3
r, = l(l+1)+1+m

1
M2 = +1)-5-m

N2 = Jl+m+1)(1—m) (269)

Questa relazione e soddisfatta se

J(G+1ay
j(7+ Da_

Questo sistema ammette soluzioni non banali se

(270)

Fll ma+ + F
F12a+ + F

(+D)+3+m—jGi+1)  Jl+m+1)(1—m)
Ji+m+)(l—m) 1 +1) = —m—j(+1)

‘ =0 (271)

Posto . = (I + 1) — j(j + 1) — 1/4 si ha I'equazione
(x—m)(z+m+1)=I+m+ 1) —m) (272)

che evidentemente ha soluzioni se x = [ oppure se x = —[ — 1 cioé

l(l+1)—j(j+1)—i:{ lfll (273)

Le uniche soluzioni positive di queste equazioni sono j = [+ 1/2. 1l calcolo
dei coefficienti a4 e lasciato come esercizio. Il risultato finale e il seguente

i l—l—m~|—1
|7, )y = ola1 \/ Il m, (274)

perj=104+1/2ep=m+1/2,¢

, [l—m [+m+1

con j =1—1/2ep=m-+1/2. Sinoti come gli stati con j = [ + 1/2
siano 2/ + 2 mentre quelli con j = — 1/2 siano 2[. In totale si hanno quindi
2(21 + 1) stati, pari cioe al numero iniziale di stati |I, m)|+£).
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18) Tramite la teoria perturbativa si imposti il problema del
calcolo delle correzioni ad autovalori ed autostati indotti dell’inte-
razione spin-momento angolare

)
H = Ho+ jiHs = 3~ + V(@) + aW(@M - 8 (276)
rispetto all’Hamiltoniano imperturbato Ho.
Questo problema ¢ lasciato per esercizio allo studente (sugg.: in analogia
con il problema 16, si scriva
N vy ag] I M2 S?
M-S=§[(M+S)2—M2—sﬂ=f (277)
e si utilizzi direttamente la base ¥,(q)|J, 1), dove gli stati |7, u) sono quelli
trovati nell’esercizio precedente).
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Appendice A: La corrente di probabilita

Viene trattato qui il problema generale in tre dimensioni. Si consideri 1’e-
quazione di Schrodinger dipendente dal tempo per una particella soggetta ad
un potenziale V'(q, t)

0 n?
h(;f = ——V v+ Vi (A1)
Prendendo la complessa coniugata d1 ambo i membri si ha
on* h?
—ih = —— VX" * A2
ih— 5V VT VY (A2)

Moltiplicando la prima per ¥* e la seconda per ¢ e sottraendo membro a
membro

1/) a¢* hZ * *
(w + ) = - (V' - V) (A3)
Il primo membro puo essere riscritto come segue
. LOU o* _ 2
i (w5 + vy ) =ingrue =it o (A49)

Il secondo membro puo essere riscritto come

—h— [V (VY) = oV - (Vo)) = _thv (VY —VYT) (AD)

come e facile verificare. Ponendo allora
= vy — vy (A6)
= 2m

¢ facile vedere che la (A3) puo essere riscritta sotto forma di una equazione
di continuita

0 .
SR+ =0 (A7)

Si consideri allora un certo volume finito V e integrando ambo i membri della
(A7) suV

d 273 e 3 A
& [ePda=— [ V-ji'a=—{ j-aas (A8)

dove ¢ stato utilizzato il teorema di Gauss (0V ¢ la superficie di contorno del
volume V e n ¢ il versore perpendicolare alla superficie dS). Il primo membro
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rappresenta la variazione della probabilita di trovare la particella nel volume
V. Ne consegue che j(q,t)-ndSdt puo essere interpretato come la probabilita
che la particella sia passata attraverso la superficie dS nel tempo dt, ovvero
j-n e interpretato come un flusso di probabilita e la corrente j € interpretata
come una corrente di probabilita.

Nel caso unidimensionale, la corrente puo essere riscritta come

. ih o* oy
- — == A
j= (w " &1) (49)
e 'equazione di continuita diviene
o> | 9j
= = Al
o + 34 0 (A10)

Appendice B: Dimostrazione dell’identita ope-
ratoriale (111)

Espandendo e si ha

NP . an A . —1)ran
et = 1+a_|_..._|_n'+...]ﬁ[1_a+...+(7ﬂz'_|_... (Bl)
Raggruppando tutti i termini di ordine &™ si ha
af—a _ x~ 12
—n!
dove
R O}"ﬂA @n_lﬁd &n—?BdZ Ban
L= — ce (=1
¢ "[n! RS T ) T TR i

_ pz"% ( Z ) (—1)Pam PB4 (B3)

Per dimostrare 1'identita basta far vedere che

Co =l [, .. @, 8] ] (B4)



Questo puo essere fatto facilmente per induzione. Infatti, per n =1 si ha:

A 1 A~ A A A
=2 ( }1) ) (—DPa'Ppar = af - pa = [a, b (B5)
p=0

Supposto vero per n per n + 1 si ha
6,6 = > ( ’ ) (—1) (am 7+ Bar — anrpartt)

n n R n n R
— —1)PGTIPRAP + —1)pHignti=(e+1) gapt+1
> ( ) (1) A > » (—1) A

p=0 p=0
_ N[ n pant+l—p3ap o n pAn+1-p3ap
= > (=1parttrgar+ 30 ") (<1t e
p=0 p p=1 p

(B6)

dove nell’ultima sommatoria si e fatta la sostituzione p = p’ — 1. Utilizzando

la relazione
()G =0 =

valida per p = 1,...n si ha che

[&’Cn] _ An—i-lﬁ Z < n+1 ) 1)pdn+1—p6dp 4 (_1)n+18@n+1

n+1
= (M) cvaie =G (B3)
p=0 p
OvVVvero
n volte
én-l—l - [d/a én] = [&’ [dv [d7 SR [d’ B] .- m
n—+1 volte )
~ &G @A) (B9)
c.v.d
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